Integralregning (Matematik B)

Stamfunktioner og ubestemte integraler

Definition 1
Funktionen F kaldes en stamfunktion til funktionen f hvis F'(x) = f (X), man

skriver ogsd dette som: F(X) = I f(x)dx.

Bemaerk: Alle kontinuerte funktioner har en stamfunktion.

Alle kontinuerte funktioner har en stamfunktion.

F(x)= I f (X)dx kaldes det ubestemte integral af f.

Sammenhangen mellem en funktion f og dens stamfunktion F kaldes integrationsprgven:

F() = [ ()dx & F'(x) = f (x). Dette kan ogsa skrives som: ([ 1 (x) dx) = f (x).

Eksempel 1: F(X) = X* er en stamfunktion til f (X) =2x eftersom F'(x) =2x, men F,(X)=x*+4

er ogsa en stamfunktion til f (X) =2x da F/(X) = (x* +4)' = (x*)'+(4) =2x+0=2x.

Saetning 1
Hvis F er en stamfunktion til f, sa er alle funktioner p& formen: F +Kk , hvor k er en
konstant, stamfunktioner til f.

Bevis:
Da F er en stamfunktion til fved vi, at F'(X) = f (X). Fra differentialregningen ved vi, at man

differentierer en sum ved at differentiere hvert led for sig, og at en konstant differentieret



giver nul. Fglgelig far vi, at (F +k)'(X)=F'(X)+k'=f(x)+0= f(X).

Da (F +k)'(x) = f(X) er F+k en stamfunktion til f ifglge definitionen ovenfor. o

Saetning 2

Lad F vaere en stamfunktion til f. Sa geelder, at enhver anden stamfunktion F til f

kan skrives pa formen: F (X) = F(X)+kK.

Bevis:

Da bade F og F; er stamfunktioner til f, ved vi at F/(x) = f(X) og F'(x) = f(X).

Vi har dermed, at F'(X) = F'(x) ©F(X)-F'(x)=0 < (F,—F)'(x) =0, hvor

sidste led fglger af regnereglen om differentiation af en differens. Da funktionen F, —F

differentieret giver nul i ethvert punkt méa funktionen vaere konstant, dvs. (F, —F)(x) =K.

Dette udtryk kan omskrives: (F, —F)(X) =k < F (X)-F(X)=k<F(X)=F(X)+k.o

Vil man bestemme samtlige stamfunktioner til en funktion f kan man, som fglge af ovenstaende saetning,

blot bestemme en vilkarlig stamfunktion til f og addere en konstant: F(X) = _[ f(x)dx+k

Regneregler for ubestemte integraler

Felgende skema kan benyttes til at bestemme stamfunktioner/ubestemte integraler:
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Pa B-niveau ser vi kun pa tre regneregler for ubestemte integraler:

Satning 3

1) jf(x)+g(x)dx=jf(x)dx+jg(x)dx
2) jf(x)—g(x)dx:jf(x)dx—jg(x)dx
3) Ik- f(x)dx =k I f (X)dx, hvor k er en konstant.

Vi gemmer beviset til A-niveau.

Eksempel 2: [ X* +io|x:jx2 dx+j1dx=%x3+|n(x)+k, keR
X X

Eksempel 3: IZXBdX:ijg dX=2-%X4+k =%X4+k, k eR.

Det bestemte integral

Det ubestemte integral er en funktion, som vi skal se i det fglgende, er det bestemte integral et tal.

Definition 2

Ved det bestemte integral af fi intervallet [a, b] forstas tallet: F(b)—F(a), hvor F er en vilkarlig

stamfunktion til f. Dette skrives ogsa som: I: f(x)dx = [F (X)]Z =F((b)-F(@).

Eksempel 4: LZXdX:LZ xtdx = [%Xz]f :%.22 _%.12 -
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Areal 1

Saetning 4
Lad f veaere kontinuert og ikke-negativ i intervallet [a, b].

Séer J:J f (X)dx arealet af punktmangden M = {(X, y)[a<x<bA0<y<f (X)}

Bevises pa A-niveau.

Punktmaengden M = {(X, y)[a<x<baAO<y<f (X)} er omradet mellem grafen for f og x-aksen i
intervallet [a,b] (se figur 1).

Figur 1.



Eksempel 5: Arealet A af omrédet mellem grafen for f(X) = Jx og x-aksen i intervallet [1, 4] (se figur 2)

gnskes bestemt. Vi skal bestemme arealet af punktmangden: {(X, Y)[1<Xx<4A0<Ly< \/;}

~
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Seetning 4 giver, at arealet er: A=L \/;dx=[%xx/;]l =§-4-\/Z—%~1~\/1=1—36—%=1
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Figur 2.



Regneregler for bestemte integraler

Pa B-niveau ser vi ogsa kun pa tre regneregler for bestemte integraler:

Satning 5

1) jb f(x)+g(x)dx=Lb f(x)dx+j:g(x)dx
2) j:f(x)-g(x)dx:j:f(x)dx—j:g(x)dx

3) ij f(x)dx= k_[: f (X)dx , hvor k er en konstant.

Vi gemmer beviset til A-niveau.

Eksempel 6: J.:ZX—\/;dX :2-j04 xldx—j:&dx =
2[o]; faxd]; -
2.(3-47~3.0°)- (-4 -£.0-0)-

2-(£-16-0)-(2-4-2-0)=



Areal 2

Arealet mellem to grafer, som f. eks. det skraverede omrade pa figur 3, kan ogsa bestemmes vha.
integralregning.

P

Figur 3.

Omradet afgraenset af de to grafer, pa figur 3, svarer til punktmaengden

{(x,y)|la<x<baf,(x)<y< f(X)].

Bemaerk: Pa figuren er a og b tegnet som x-koordinaterne til skaeringspunkterne mellem de to grafer,
seetningen som skal hjalpe os med at bestemme arealer af omrader afgraenset af to grafer, kraever ikke
dette.

Saetning 6
Lad funktionerne f og g veere kontinuerte i intervallet [a, b] og antag, at f(X)>g(x) foralle

Xe [a, b]. S& geelder, at arealet af punktmaengden M = {(X, y)lasx<bag(X)<y< o (X)}
er givet ved:

AM) = [ £ ()~ g(x)dx

Vi gemmer beviset til A-niveau.



Eksempel 7: Arealet A af omradet mellem grafen for f,(X) = —X* +7X—8 og grafen for f,(X) = X (se figur

4) gnskes bestemt. Vi skal bestemme arealet af punktmaengden: {(X, y)|[a<x<baf,(x)<y< fl(X)},
hvor a og b er x-koordinaterne til skaeringspunkterne mellem de to grafer.

Figur 4.

Fgrst bestemmes x-koordinaterne til skaeringspunkterne mellem de to grafer. Dette ggres ved at Igse
ligningen: f,(X) = f,(X)<—X* +7X—8=X<> Xx=2Vv X=4 (ligningen er Igst vha. nSpire:
Solve(—x* +6x—8=0,x)).

Seetning 6 kan nu anvendes:

A= [} 100~ F;(dx= [[ (¢ + Tx-8)—xk = [[-x" +6x-81

=[ixt+6-1x2 x| =—1.4°+6.1.4°-8.4-(-1.2°+6.1.22-8.2)=

oo | &



Eksempel 8: Arealet af punktmaengden: M = { (X, Y)3<x<4nf,(X) Sy < fl(X)}, hvor

f (X) =—x*+7x—8og f,(X) =X som i eksempel 7, gnskes bestemt (se figur 5).

Figur 5.

Seetning 6 kan anvendes og vi far, at:
A(M) =L4 f (x)— fz(x)dx=j:(—x2 +7x—8)—xdx:L4—x2 +6x—8dx

—[ixir6-2x0-8x] =—1.4%16.1.42-8.4-(-1.3+6.1.3°8.3)=

oo | no



